2 Ekonomisk tillvaxt

Vi har tidigare studerat produktionsfuntionen Y = F(K, L) och noterat
att Cobb-Douglas’ specifikation

F(K,L)=K*L'“ (24)

stammer bra med data om vi satter kapitalandelsparametern « till 0.3.
Lat oss nu studera tillvixt genom kapital ackumulation. Genom att
plotta F' (K, L) mot K ser vi att det blir allt svarare att 6ka produk-
tionen genom att oka kapitalméngden om L halls konstant — kapitalets
marginalprodukt, given av a(K/L)*!, faller i kapital /arbetskraftskvoten
eftersom o < 1.

K

2.1 Solow modellen och ”growth accounting”

Notation

Om en variabel X vixer med takten n menar vi att

dX
= =X, 25

pn (25)
d.v.s. om enheten for n ar procent per ar ar tillvixten n procent av

X per ar. En annan vanlig notation &r

— = 26

¥ =" (26)

Exempel, n ar rantan pa en banktillgang. Om rantan aterinvesteras

vaxer tillgangarna med takten n procent per ar. Foljande formel &r
praktisk ‘
dIn(X) 1. X

@ xS Ty (27)

d.v.s. forandringen i logaritmen av z per tidsenhet ar lika med fordndringstakten
i X (t.ex iprocent).




Exempel:
I ar vaxer real BNP med cirka 2% fran cirka 2000 miljarder kronor.
Det betyder att

Y =40 miljarder SEK (28)
Y 40

—_— = — = 2

vy ~ 2000 ~ 2~

~In 2040 — In 2000 =~ 1.98%

Berékningen blir inte exakt eftersom vi inte tar hénsyn till ranta-pa-
rianta effekter. Om vi later méatintervallet krympa blir berdkningen mer
exakt, t.ex. om vi tittar 6ver en dag, sa vixer BNP med 40/365 = 0.
10959 miljarder och vi far

dIn(Y) _ (In2000.10959 — In 2000)
a 1/365

= 1.9999% (29)

2.1.1 Growth accounting

Vid tidpunkten ¢ produceras Y; = KXL;~® och vi &r nu intresserade av
hur tillvixttakten i Y beror pa tillvaxttakterna i K och L. Vi kan nu
anvanda var formel. Forst logaritmerar vi produktionsfunktionen

InY;=alnK;+(1—a)lnL, (30)
Sedan har vi

Y, dn(Y;) ()

dln(Lt)
Y,  dt dt +(1=a) dt

(31)

d.v.s. tillvaxttakten (t.ex. 1 procent per ar) ar lika med « ganger
tillvaxttakten i kapitalstocken plus (1 — «) ganger tillvixttakten i an-
talet arbetare. Denna ekvation anvands for sa kallad ”growth account-
ing”. Lat oss nu anvanda faktisk BNP, vi kan da skriva

Y K L

v o T (1—a) 7= Solow residual. (32)
Enligt var enkla modell skulle Solow residualen vara noll, men bland
annat eftersom vi exkluderat teknisk utveckling fran modellen &r den i
verkligheten forstas inte noll. Under efterkrigstiden har tillvaxttakten i
USAs BNP varit i storleksordningen 3%. Vérdet pa a har varit cirka
0.3, £ ungefiir 3% per ar och £ knappt 2% per ar. Tillvéxt i kapital
och arbetskraft har darmed svarat for vardera cirka 1% tillvaxt per ar
och Solowresidualen for ocksa 1%. Under ”tillvaxtundren” i de asiatiska
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tigrarna (Singapore, Korea och Taiwan) svarade kapitalackumulkering
for en betydligt storre andel.

Vi kan ocksa latt rdkna ut hur output per arbetare, dvs y = Y/L,
vaxer.

y_d _d
g dt In (y) = o In(Y/L) (33)
:%(IHY—IHL)
d d
_ Sy — Ly
a T dr
Y L
Y L

2.2 Solowmodellen

Antag nu att

1. individerna sparar en konstant andel s av output for investeringar
och att

2. kapitalstocken deprecierar med takten 0.

Antag att den produktionsfunktionen &r CRS och lat oss specificera
den till Cobb-Douglas. Vi kan da uttrycka output per arbetare som

Y Ko« K\“

— = e B — = @ 4

LY L (L) o (34
dar sma bokstaver innebar att variabeln uttrycks per arbetare. Notera
att

dy K a—1

— =ak* ' = <—> 35

dY a—lrl—a) __ K ot

d_K = (K L ) = <f> ;

dvs %% = kapitalets marginalprodukt.
Vi noterar ocksa att

K, =sY, — 6K, (36)
= sKOLITY — 6K,

Vi kan plotta de tva komponenterna i hogerledet. Notera att den
forsta ar bruttoinvesteringarna och den senare deprecieringen. Det ar
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litt visa att om K #r postiv men nira noll sa &r sK¢Li® — 6K, > 0,
dvs bruttoinvesteringarna ar storre an deprecieringen och kapitalstocken
vixer.? Likasa, eftersom produktionsfunktionen éir konkav, s om K &r
tillrackligt stor, sa géller motsatsen. Det finns alltsa en balanspunkt
som ekonomin automatiskt ror sig mot dar bruttoinveseteringarna ar
lika med deprecieringen sa att kapitalstocken ar konstant.

i,dep

K

Vi kan nu finna denna balanspunkt, ett sa kallat "steady state”,
genom att satta K =01 36.

0=sK“L'* —¢K, (37)
sKOL'™ = 5K

0"
-G
wr-(3)"

Som vi ser sa sa produktion per arbetare en okande funktion av
kvoten mellan s och 6.

2.3 Befolkningstillvaxt

Antag nog ocksa att befolkningen véxer med takten n. Vi vet redan att

§/y=Y /)Y — L/L (38)
:Y/Y—n

?Bada kurvorna startar pa 0, men lutningen pa den forsta, som ges av

d(sK*L'"®)  sK*L'~

dK K

gar mot odndligheten nar K gar mot 0.
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och att ) ) )
Y, K, Ly
—=a—+ (1 —a)—.
Y, Oth +(1—a) 7 (39)

For att berdkna % sa anvéander vi (36),

K,=sY, — 6Ky, (40)
=sKPL,™* — 6K;,

K, KL

KK
=sk* 1 —¢.

— 8,

Vi kan nu summera vara berdkningar
Y
Y:

a (sk‘“_l - 6) +(1—a)n (41)

a (sk‘“_l —(6+ n)) +n
y/y=a <sk“’1 —(0+ n)) :
Ocksa hér ser vi att det finns en balanspunkt (steady state) for k,

sadan att sk® ! — (§ +n), dir y/y = 0. I denna punkt ar tillvixten i
BNP lika med n och tillvaxten i BNP per capita lika med 0. Den ges av

k sadant att )
S T—a
k' = 42
<(5 + n) (42)

o

y*:(é—ir)m' (43)

som ger BNP per capita

BNP per capita i steady state okar i s och minskar i § och n.

Men, hur ar det med konsumtionen per arbetare i steady state, d.v.s.
(1 —s)y? Uppenbarligen ar den noll bade fér s = 0 och s = 1 och
maste maximeras for nagot darimellan. Vi kan hitta detta maximum pa
foljande satt. 1 steady state ar

sk 1= (6+n) (44)
sk®=(6+n)k,
sy=(6+n)k

Konsumtionen per capita i steady state, dvs y*—sy* can darfor skrivas
=y —(6+n)k". (45)
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Om vi maximerar detta (genom att vélja s) sa far vi ett forsta ordningens

villkor p
Y

O_dk: (6+n). (46)

Detta ar den sa kallade gyllene regeln. Om vi kommer ihag (35) sa

noterar vi att den sager att kapitalets marginalprodukt ska i steady state

vara lika med depreciering plus befolkningstillvixt. Genom att anvanda

uttrycket for steady state i den gyllene regeln kan vi uttryck for den

sparkvot som maximerar konsumtionen per capita i steady state,

dy —1
XY a1l 4
e ak (6 +n) (47)
s\
a<6+n) =(@+n)
s9" = q.

Ramsey argumenterade att detta ar den moraliskt optimala sparan-
denivan. Hans argumentation byggde pa att man inte ska diskontera
framtida generationer, dvs alla generationers nytta ar lika viktig och det
moraliskt rattfardiga ar darfor att maximera steady state nyttan. I vart
fall kan den inte vara optimalt att spara mer &n vad som ges av golden
rule. Antag att man dnda gor det, dvs av nagon anledning &r s > s*"
och anta att ekonomin har natt steady state. Da &r kapitalstocken per
arbetare

kj*z((ij—n)ﬁ 48)

PN =
= k9",
~ <6+n)

Vad hénder nu om vi minskar sparandet ned till s*”? For det forsta
vet vi att i steady state kommer konsumtionen per arbetare att vara
hogre 4n om vi inte gor forandringen. Under 6vergangstiden ar konsum-
tion annu hogre. Det betyder att genom att minska sparandet kan man
konsumera mer i alla framtida tidsperioder.

Om man istéllet startar med en sparkvot s < s*". Isa fall kan man
oka konsumtionen i steady state. Men, detta sker till priset av minskad
konsumtion under en 6vergangsperiod. Om detta &r bra eller daligt beror
pa hur man varderar konsumtion vid olika tidpunkter.

2.4 Teknisk tillvaxt

Som redan noterats kommer i verkligheten forstas tillvaxt inte bara
fran ackumulering av fysiskt kapital och arbete, utan ocksa fran teknisk
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tillvaxt. Vi kan inkludera det i Solow modellen genom att anta att
arbetskraftens effektivitet vaxer, t.ex., pa grund av att den blir battre
utbildad. Lat oss kalla effektivitetsnivan pa arbetskraften E, anta att
den vaxer med takten g och att produktionsfunktion ar

Y, = K2 (LE,)' ™. (49)

Notera att nu méngden effektiv arbetskraft (LE) vixer med takten
n + g. Det betyder att BNP vaxer enligt

i K
—=a—+(1— . 50
o 1-a)(n+g (50
Som tidigare har vi K; = sY; — 6K, vilket ger
K _ JKE (LE)'
Ky Ky

Kt a—1
=5 <LtE> -0,

. (51)

som betyder att

Yt:a<s(f@ >a_1_5>+(1—a)(n+g), (52)

Y Lo,
K a—1
:a<8(Ltét> —((5—|—g—l—n)>—l—n+g,
Kt a—1
iy = — (6 .
ity=a(s(g) -~ @ratm) g
Liksom i det tidigare faller med konstant E finns en tillvixt bana
dar tillvixttakten ar konstant. Léngs en sadan bana maste kvoten Lft%t
vara konstant. Det betyder att vi maste ha
K,
_t , 53
K-t (53)
Genom att anvénda (51) sa ser vi att
Kt a—1
= -0 54
n + g S <LtEt> Y ( )

1

Kt S T-o
— =
LtEt n—i—g—|—5




Vi ser ocksa fran (51) at

Ky
OmLE

Ly Ey.

dr mindre (storre) an k* sa vaxer K; med en hogre (lagre) takt &n

(sjunker) om det &r under (Gver) k*. Pa

sikt nas alltsa automatlskt en balanspunkt dar s ( LK;; )ai (6+g+n)
och BNP vaxer med en takt n + g och BNP per kapita med g.

2.4.1 Konvergens

Var model sager att pa sikt ar tillvaxttakten i procent per kapita given
av den tekniska tillvaxten g. Lat oss nu studera 4 lander som startar med
olika niva pa NBNP per capita, vilket vi antar beror pa att de har olika
kapitalstock i forhallande till méngden effektiv arbetskraft. Land A och
B har hogre sparkvot, kallad s, an land C' och D som har en sparkvot

given av s;. Land A startar med ett varde pa % som ar hogre an
l
(n:;+5) . Land B och C har samma varde pa L 5

1
ar under ( Sh )1_" men over ( 2L )1_" . Land D, slutligen, har ett

n+g+6 n+g—l—61
viarde pa 74 som dr under (n—jgﬁgﬁ . Antag att den tekniska nivan
B, ar den samma for att lander. Landernas BNP per capita kommer

enligt modellen att utvecklas som visas i bilden. Dvs, de kommer att
konvergera till tillvaxtbanor vars lutning ar oberoende av s men vars
niva Okar i s.

Modellens prediktion, att det finns en upphinnar faktor som gor att
lander med lag BNP véxer fortare och att sparkvoten paverkar tillvaxten
fortare far stort stod i verkligheten.

2.5 Endogen tillvaxt

Som vi sett tidigare gor den avtagande marginalprodukten for kapital att
den langsiktiga tillvaxttakten i Solow modellen ar given av tillvixttakten
i arbetskraft och teknologi.
Antag igen att

Y = K{ (LeEy)' ™, (55)
och lagg till antagandet att arbetskraftens effektivititet okar med kapi-
talmangden. T.ex., kan man tanka sig att detta sker genom learning by
doing. Antag specifikt att

E, = kK, (56)

dar k ar en konstant proportionalitetsfaktor. For enkelhets skull bortser
vi fran tillvaxt i arbetskraften och normaliserar L = 1. Vi har da

Y,=K*E} ™, (57)
=K} (k:Kt)
— Ktklia.
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Log(BNP/capita)

Langsiktig tillvaxtbana
hogt sparande

o

A
B’C o Langsiktig tillviixtbana
14gt sparande
D Tid

Figure 4:

Vi ser att nu har produktionsfunktionen CRS i ackumulerbara pro-
duktinsfaktorer. Antag som tidigare att

K, =sY, — 6K, (58)
K
ft = skl™ —§,

och .
Y,
— =gkl —¢. 59
y, = ® (59)

Modeller av denna typ kallas ofta AK modeller, vilket syftar pa att
produktionsfunktionen &ar en konstant A ganger K. I detta fall motsvaras
alltsd A av k1=, Som vi ser, styrs nu den ldngsiktiga tillvixttakten av
s och dven av k. Saker som paverkar s, t.ex. skatter kan nu déarfor
paverka den langsiktiga tillvaxttakten. Man kan ocksa tanka sig att
t.ex, satsningar pa utbildning/fortbildning paverkar & och dérmed den
langsiktiga tillvaxttakten.

Notera ocksa att den langsiktiga tillvixtbanan nas direkt, till skillnad
fran i Solow modellen. Det betyder att det inte finns nagon tendens till
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konvergens mellan lander med olika BNP och BNP tillvaxttakt denna
modell.

18



